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8§0. Overzicht, definities en notatie

tie.

,Gf@, . zijn families verzamelingen

o Z, A', ... zijn verzamelingen

lGﬂ, ve is het kardinaalgetal van A, resp. &

s Ys Oy oo zijn willekeurige kardinaalgetallen =
initiaal ordinaalgetallen
is het kleinste kardinaalgetal dat groter
is dan o

A, . zijn ordinaalgetallen (% ={ n hv:%},etc.)

=min { B |3f$ﬂxV%6a3n66fﬁnﬁ6}
=min { v | Yszg}

eet quasidisjunct als 3Z VB,B'€fe B¥B' = BaB'=Z

eet een triviale quasidisjuncte familie als [5452

nu® een "grote" familie "kleine" verzamelingen zijn,
|=o en vAed |A|<B en 2P

e disjuncte deelfamilies te bevatten, zelfs niet als n0l= @.

<a ), dan hoeft Gl nog niet noodzakelijk




rbeeld: Zij X een willekeurige (grote) verzameling en

& =({0,1}}u{{2,x}|xeX\{0,1,2}}

bevat & altijd grote quasidisjuncte deelfamilies:

lling 1. SANIN [U]

|&)=a regulier en overaftelbaar is, en (Cbestaat uit eindige ver-

slingen, dan is er een quasidisjuncte deelfamilie Yo ¢ met

=l =a.

lling 2. ERDOS, RADO [1], MICHAEL [3]

[OL|>YB oneindig is en VAEOU |A|<B, dan is er een quasidisjuncte
Lfamilie Yo cL 28 dat |[3|=y.

is eenvoudig in te zien dat stelling 1 niet uit stelling 2 volgt,
Ps niet in het geval (Leen collectie n-element verzamelingen is met
te, eindige n. Om beter te zien waar de moeilijkheid ligt schrijven

stelling 2 in de volgende equivalente vorm:

Lling 2'
|0 =0 ,0 oneindig, en VA& (L|A|<B, dan is
[ I8 | & clen |5 quasidisjunct } > %=defmin{Y|YB_>_0t}-

nu o regulier is, en VAEQU |A|<N_, dan is er een nei% z6 dat
“def { AeC | |A|=n } gelijkmachtig is met (. Als we stelling 2'

jeze G—n en B=n toepassen krijgen we:
sup{ |[3/ |I§€.C1ncC[, en]s is quasidisjunct } = a

we echter stelling 1 op OLn (of Q) toepassen krijgen we:




max{ || | e c o en & is quasidisjunct } = a

. dit rapport zal nu bewezen worden:

elling 3
s |ot|=a oneindig is en VAe( |A|<B, dan is

p{ || | Bc@ en & quasidisjunct } > &ra

wvendien wordt dit supremum altijd aangenomen (d.w.z. "sup=max'")

.S gia‘regulier is.

jor elke o en B waarvoor 9 o'singulier is, is er een familie Umet
U=0 en VAe® |A|=8, terwijl
B en & is quasidisjunct = |I3]<BJ0L‘

't is eenvoudig in te zien dat uit stelling (3) zowel stelling 1 als
volgt. Bovendien zullen we aantonen dat voor elke a en B (o oneindig)
- cen familie (L bestaat met |X=0, YAe® |A|=B en Fsc L en ¥o is quasi-
.sjunct = E;:_ETEY (voorbeeld 3, pag. 12,overgenomen uit [ﬁ]).
snslotte zal aangetoond worden dat ook in het geval van een familie
met |0=0, VAeOL |A|<B (vergelijk stelling 1, B= 3*?0) toepassing van
;elling 3 de scherpst mogelijk resultaten levert. (vb. 6, pag. 15-18)

1 §1 geven we enkele eenvoudige lemma's over quasidisjuncte families

1 over eigenschappen van EFEL en de beloofde voorbeelden.

1 §2 wordt stelling 1 bewezen. Daar stelling 1 uit stelling 3 volgt

1 stelling 3 onafhankelijk van stelling 1 bewezen wordt, is dit bewijs
srict gezien overbodig. Omdat dit bewijs zoveel eenvoudiger is, en
selling 1 toepassingen heeft, bijvoorbeeld in de theorie van topo-
>gische producten, is het toch opgenomen.

1 §3 wordt stelling 3 bewezen. Het bewijs bestaat uit een eenvoudige
sneralisatie van het door E. Michael in [i] gegeven bewijs van

selling 2.

>epassingen

> vermelden enige toepassingen.

sn topologische ruimte heeft de Suslin-eigenschap, S, als elke familie

isjuncte open verzamelingen aftelbaar is.




topologische ruimte heeft de §anin-eigenschap, é, als

elbare familie open verzamelingen een overaftelbare de
ft met een niet lege doorsnede.
na dat: separabel = S = S.

volgt uit stelling 1 op eenvoudige wijze:

L. Een topologisch product van ruimten met de Sanin-ei

v
heeft de Sanineigenschap.

5. Een topologisch product van ruimten heeft de Suslin

mits alle eindige deelproducten de Suslin-eigenscha

6. Een topologisch product van separabele ruimten heeft

eigenschap en dus ook de Suslin-eigenschap.

DJ bereiken Erdls en Rado ook resultaten voor eindige
nelden dat hun onderzoekingen in feite voortkomen uit -
getaltheorie.

r de bewijzen van 4, 5 en 6 en nog enkele toepassingen

[3] en [4].




§1. Quasidisjuncte families. Voorbeelden. Re

geven een aantal eenvoudige lemma's, ten dele z

mma, 1

or een familie verzamelingen I3 is equivalent:

(a) Kis quasidisjunct

(b) VB,B'efs B#B' => BaB'=0k

(¢) { B\AK> | Bels } is een disjuncte familie
(a) ¥A,B,Cels {A,B,C} is quasidisjunct

mna 2

ke familie verzamelingen bevat maximale disjunct

ximale quasidisjuncte deelfamilies.

wijs. Pas 1(d) en het Teichmiiller-Tuckey lemma (

rn-lemma) toe.

mma 3

sBcW en I is quasidisjunct, dan is:

B < o




ijs. Als € een partitie van een verzameling C is, dan is
_<_|C| . Nu is {{n¥},B\N |Beld} een partitie van een deelverzameli:
Uy , van UGL,

na 4 (zie figuur 1)
r alle a, B, vy (o oneindig) geldt:

Als y<—/a‘dan is YB<%ﬁ$

8<P o =28 Bra w0 2Pey

ijs. Voor eindige B is Eraea, en zijn alle uitspraken triviaal.

onderstel nu B oneindig.

(a) Als y53E[51 dan is per definitie van ?f&ﬁ
vB=(v®) B (@ Psa. pus v>Rr
b) B</a =§2B§ﬁ6<%fagg volgens (a). (Natuurlijk is BB§XZB)B=28

dus 2= B; voorseindige B).

(c) Dit is een herformulering van (b).
@) (raP=(8ra® B=(8af)Boabsy, aus
&ra-fm

wr 1 (pag. T7) en figuur 2 (pag. 9) tonen "de grafieken" van de
B

ties wﬁgfa‘en, ter vergelijking, oo . In figuur 2 is de algemene
. + .
sinuumhypothese (Vo o =2a) aangenomen. Deze grafieken worden be-

reven in de lemma's 4, 5 en 6.
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na 5

r elke B is ?/ ‘een continue functie. D.w.z. als (a_) <y een stric

otoon stijgende "rij" is, met limiet (= sup) o, dan geldt

lim BJ al = Bda‘
3<Y 75'
ijs. Het is duidelijk dat E/ leen zwak monotone functie is, dus
¢ %7ﬂ j_%la! Laat nu:
?

. B
a'= lim Jo .
def 3y 3
geldt:
(“')Bigq voor elke 3<y, dus
(u')8_>_pc=sup{oc5 | 3<v}
~uit volgt:

a' i_%f&?

volgende lemma diene alleen ter illustratie. Het bewijs is in elk
*boek over kardinaalgetallen te vinden. (Bijv. Klaua - Algemeine
renlehre II §45 p. 329-330).

12 6 (zie figuur 2)

.a) Voor alle oneindige a ofT%q

'b) Onder aanname van de algemene continuum hypothese geldt

cfo + _a
o =a =27,

dus
als B<cfo
als cfa<B<a

als 2<o0<B

+
2 als 8 >a
?}aE < Y als y+=a en cfy<B<y

L« in de overige gevallen.
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r één voorbeeld,(4), hebben we het volgende lemma nodig.

ma T
‘B/ o' een limietkardinaalgetal is, Y=chJ0c‘, en (oL.,a):5<Y is een strict

jgende rij die naar JB ol convergeert, dan is

M °‘7a=( B«Fi‘) B=0LB=°‘Y
1<y
B<cf%“, dan geldt bovendien

(U= aa

ijs. Merk op dat (?./E‘is een limiet) = ?}‘o!>2 = 28<cx=} 2B B (lemma L4).

b {A3|%<Y} een collectie disjuncte verzamelingen zijn met IA%I =a°§’
. De <B-elementdeelverzamelingen van A:=VU{A |76<Y} vormen een familie
=t machtigheid |A|B=(§j_ou)8=mB (

geval B<chJE‘.

vergelijk lemma 4).

it geval is er voor elke R-element deelverzameling B van A een

z6 dat BCU{An|n<'%}. Dus geldt:

oP=Io< ] Juia, ln<gp|®
Ay
<1 U3l
Y
A-ﬁl )B<§j_d\ (lemma La).
is duidelijk dat ook voor alle n<y

al 1By Bra-fra

°

at [7a||A |<8JE\ en dus (I‘%

an—,ég 3

lus
B
\J_Q‘iﬂ a-é.
<y
it geval is dus ﬂu%=§f&ha=a8.
<Y

geval y=cf6d_oi‘i8.
> <B~element deelverzameling B van A heeft een canonieke partitie
X—)a) <y in <B-element deelverzamelingen van A%. Daar y<B,corres-

jeert ock elke rij (B})‘FY met IB,}IiB en B’QCA'Q”)QQY’ met een <B-
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ement deelverzameling, nl. U{B%{%<y} van A.

s
B
kx|= F\<x§.
<y

definiéren we f:y>y met transfinite inductie als volgt:

s voor 3<y en alle n<3} f(n) gedefinieerd is, laat dan

£(3)=min{3' [yn<y 7>£(n) en a%,>(a%)8}

t kan daar ahs%fE = (a )B<%fa\(lemma bg).Nu is £ 1-1.

1

rhalve is

B8 B B B
oY) = = Oy < o < o < o .
(Ta=tl= Fog's Mg ()l 1en< e,
<y i<y n<y - on<y
orbeeld 1
geven eerst een triviaal voorbeeld van een familiee@[van "g

4]

rzamelingen (FAe( 2 i|d|) zonder (niet triviale) quasidis

elfamilies

J o willekeurig. Laat
Ol=a={{n|n<3}|3<a}.

als elke door inclusie lineair geordende familie bezit OUsle
iviale quasidisjuncte deelfamilies.

|=a

e |A|<a.

rk op dat JG=2. (vergelijk stelling 3)

orbeeld 2 (Illustratie van stelling 1, |®|=a singulier)

dit voorbeeld is Cleen familie 2-elements verzamelingen zd

|ol=c is singulier

Belen Fois quasidisjunct =» “3]<a.

overeenstemming met stelling 3 is wel sup{|&||...}=a.

at { A, |g<cfa} een familie disjuncte verzamelingen zijn met

g

<o en Zu€=a. Kies uit elke A, een vast punt ag, E<cfa.

e l=o £
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Laat
A =

. {{ag,x}|xeA€\{a€}}
en

a’=U{(1£|£<cfoc}

is eenvoudig in te zien dat de(X

de maximale quasidisjuncte-maar-

g

;-disjuncte deelfamilies van (L zijn. Deze hebben machtigheid

=ag<a. AlsYoc® een disjuncte familie is, dan is |5na. |<1
o elke g<cfo dus |[|<cfa.

beeld 3 ERDUS-RADO [1]
laten zien dat stelling (2) een zo scherp mogelijke schatting geeft
» sup{ |lB| |Beden I3 quasidisjunct}.

~ is:

& =a
Vaed|a|=
max{ |js| |lbcQen I3 quasidisjunct}=5at

uit blijkt ook dat het geval 2839 niet interessant is. Dan is

:rs EFEEQ, en bevat Ol geen niet-triviale quasidisjuncte deelver-
:lingen. Zie ook voorbeeld 5.
; F een deelfamilie van de familie van alle afbeeldingen B»%J'E‘

1, 2z dat

i) |F]|=a

ii) F bevat alle constante afbeeldingen.

.nieer voor elke f:8+§/a|

A={(n,£(n )) |neB}

A=(a |reF).
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n de verzamelingsleer wordt vaak een functie zo gedefinieerd dat

Af.) Laat nulvc@ een quasidisjuncte familie zijn, en Z=nlk.
finieer
sz={736 Blane’?f&' (3,n)ez}.
ol
Kennelijk is Vf,g€le V3enBz
(3,£3)=(3,83)eN,
2 f dus fP(nBZ)=gP(ﬂBZ).
/\ Als m,7=8, dan is dus II8|=1. Als
Bnes\ﬂez, dan is Yf,gels
£(n)%e(n),
daar anders (n,f(n))eAan maar €N,
Hieruit volgt dat |E|i|{f(n)|feml_<_€f0ﬂ
— e D
orbeeld 4

stelling 3 kan de voorwaarde in '(\BI al is regulier) => "sup=max"'

et verzwakt worden.

J ?J—o'ﬂ singulier. We geven een voorbeeld van een familie &L zd dat
=
VaeQl|A|=8
Ysc ois quasidisjunct = |\'_’¢|<§J?,

rk op dat E;f_ot‘ is singulier = E/_oc‘>2 = B<2

at

B

<a, en o 1is oneindig.

Y=chJ'oT‘

laat {A€|£<Y} een rij disjuncte verzamelingen zijn, met strict

ijgende machtigheid, >B8, terwijl

A=kﬂAglE<Y}




1k

htigheid B.}cx'heef‘t. Zij B met |B|=B disjunct van alle A_.

£
onderscheiden nu twee gevallen
B<y.
. B . =
ls volgens lemma T Jo=0. Kies voor elke E<y een B€<A€ met |B€|—B.
E

OLg = { Bulx) | xeA \B_ }

Ol= ug 0’-€ le<y}

£ ¢

ries als in voorbeeld 2 vormen de OIE de maximale quasidisjuncte-
~-niet-disjuncte deelfamilies van ([, terwijl als g c™ disjunct is,
11jl als [ec@ disjunct is, weer Il’&nd,gljj voor g<cfo dus

:_cfoc<oc=8./ al

Y<B.
; & = 1 Bulag|e<y} | Ve<y o€al,

. : o :
.z. de verzamelingen uit U bestaan uit B en verder bevatten ze

elke AE,£<Y precies &&n punt. Merk op dat

|Ot-l=mlA€|=<§/_0l\)B (lemma T)
E<y

Vaeo{ | A|=g+y=8.

i nu een wilkkeurige familie Qe met IR|=a. zij Ecaca* een quasi-

uncte deelfamilie, en

z=NYo.
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S ZnA£+¢ voor alle &<y, dan is Jg={Z}.
ders kiezen we £ (eventueel minimaal) z8 dat ZeA_=@. Dan geldt

,B'els

g

BnA£+B'nA£

beide verzamelingen zijn singletons. Dus is
B
o<l |<Um

orbeeld 5 (J. v.d. Slot)

geven nog een voorbeeld van een familie L zo dat

&=
Yaed|A|<B
oF

>0

lbcOlen [ois quasidisjunct =3 |R<2.

at {0,1} de discrete topologische ruimte met 2 punten zijn, en

B
{0,1}2 het topologische product. De ruimte X heeft een dichte deel-
imte D met B punten (zie evt. Bﬂ, of E.S. Pondiczery-Duke Math.
urn. 11(194k) 835-837). Als voor neZB ﬂn:X+{O,1} de projectie op de

de codrdinaat aangeeft, dan is gemakkelijk na te gaan dat
( n-'{03a |ne2®)

n stelsel verzamelingen is, waarvan alle eindige doorsneden twee
n twee verschillend zijn. Derhalve bevat dit stelsel geen niet-

iviale quasidisjuncte deelfamilies. Laat nu Ac2? en |A|=0, en
&= { n;1{0}nD |neal.

orbeeld 6

t geval |R=o en VAE(L|A|<B 1ijkt op het eerste gezicht mogelijk
herper behandeld te kunnen worden dan met behulp van (3). Het geval
B is natuurlijk niet interessant (zie voorbeeld 1). Als B<odan is

t bovenstaande geval eenvoudig tot (3) te herleiden, zij het dat de

rmulering onoverzichtelijker wordt:
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lling 4
X|=0 en YA€ |A|<B voor een vaste B<a dan is

(i) sup{ |%| | lwe@ en Vs quasidisjunct } >
> \B,J’E'= min{ ¥y |sup{YB'lB'<B}>0L}
- def -

(ii)  Voor elke a en B bestaat een familie & met |X|=0a, VAe® |A|<B
en Vioc(L Yois quasidisjunct =» }mis\d ot

(iii) Als VJB o' regulier is, geldt "sup=max".

‘iv) Voor elke o en B waarvoor VJB o' singulier is bestaat een familie
Amet |A]=0, YAe® |A|<B enVc®@ [ois quasidisjunct =
Wl <wa

arking 1

roorwaarde B<a is nodig. Als B>a dan hoeft (L geen niet-triviale
sidisjuncte verzamelingen te bevatten (zie voorbeelden 1, 3 en 5),
soms is sup{ || |...}=2. Als B=a een sterk limietkardinaalgetal

(d.w.z. y<a => 2'<a) dan is echter oz=§f&‘.

:rking 2
X
Yo

iwtie:

B'<B} wordt wel"y tot de zwakke macht (weak power) B'genoemd,

1
Y@ = sup{yB |8'<B}.

ligt dus voor de hand
VJB o' = min{ ¥y IY'ﬁ‘iOL}

:wakke B-de machtswortel uit o te noemen. Allereerst een voorbeeld
zwakke wortels en machten, onder aanname van de algemene continuum-

»these:

oo X, X
;N5 057,

V) 2 e =N+, =N,
1 w

2
Sk
vi) N‘HZN{%N O=

w w w w1’

X
vii) % /4~a“w+ 1‘=3{».
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volgende rekenregels zijn eenvoudig na te gaan
(ix) 6<3fE =¢<ﬂ%§&7?
(Merk op dat in het rechterlid = kan gelden: a=)&+1, =)
(x)  vB'<g s<iyw = 6% Erm
(xi) %;(_E/_(fimin{&}_oc‘[swﬁ}.

(xii) B<efo =$EfEEmin{E) o B'<B}.

wijs van stelling 4 (m.b.v. stelling 3)

or elke B'<B definiéren we

AUB') = { aed| |a|=B"' }.
ar B<o geldt
sup{ |(B')| |B'<B} = a.

onderscheiden twee gevallen.
n eerste

(xiii) AB'<B |A(B")]=a.

t is bijvoorbeeld steeds zo, als B<cfa, dus o.a. als X een f
ndige verzamelingen is en || is regulier en overaftelbaar (
21ling 3 = stelling 1).

lgens stelling 3 geldt nu

of B | ee@(B")c® en L’s«quasidisjunct}isul |qg") =B\'/—°“i%

1
5 nu \/B 0L'>VB o, dan is er dus een quasidisjuncte TocA(B') met

|=®”E\ Uit stelling 3 volgt dat zo'n Js ook bestaat als gf&=%
¥ is regulier. Hiermee is in geval (xiii) stelling 4 (i) en e—

zen.

1 tweede
(xiv) WB'<B |Q(B')]|<a.

lgens stelling 3 is voor elke B'<B
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»{ | Bc®(B') en lquasidisjunct} > B la(g") |

e
>
21 dat voor zekere o en alle B'<B

(xv) )< o« < &

1 is

sy <(a)?'

o= |8 = Jt| Qe")| |er<e} < J1(a™)P |gr<p} = (¥ < o

rens (xv).
. deze tegenspraak volgt dat (xv) niet waar is, waarmee stelling L
rezen 1s.

; E/a regulier is en groter dan 2, zullen we aantonen dat
(xvi) 8<® o

.at

supl e[ [8'<8) > B

gt uit (xvi) dat 387<B

Evs

® ™) |

\

> §JER

ntueel nog m.b.v. stelling 3 volgt dan dat er een quasidisjuncte
3(8*> is met H3|=§fai Hiermee is ook stelling 4 (iii) aangetoond,

ra (xvi) bewezen is.

ijs van (xvi)

onderstel Y=B d<B en y is regulier, en groter dan 2. Voor alle

B geldt nu

(2" )8=b

<o
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ven) en dus Y<a, is er een B'<B zd dat

B 1 B 1

(27 )<y<y™ .

Y
. B! .. .
lier is, en Y  gelijkmachtig met de B'-el deelve
Y:
B 1 B 1 !
y<rb < ) (v < L (vn)Y <y,
Y'<y TY'<Y 2
xviii xvii
otte nog (ii) en (iv) van stelling L aanne .
. B _B

ang in voorbeeld 3 (pag. 12) J & door y=w/ k op d
@Eg. Vervang verder elke Af door de volgen zameli

Apn(B'xy) B'<B.
gaat geheel analoog aan voorbeeld L4 (pag. lleen
evalonderscheiding iets anders. Het eerste eeld
t nu voor B<y i.p.v. voor B<y. Het tweede - eld
t nu voor y<B i.p.v. y<B. Verder moet elke ment
verzmaeling C eQ vervangen worden door een ge-
kt gekozen verzamelingen met <B elementen, oor

usie lineair geordend zijn, en vereniging en.




20

§2. Families van eindige verzamelingen

21ling 1

(a) Als ld_]=o¢ regulier is en overaftelbaar, en (X bestaat uit

eindige verzamelingen, dan is er quasidisjuncte foc Mz dat
5]=1G .

(b) Als |®@=o singulier is en overaftelbaar is, en (X bestaat uit

eindige verzamelingen dan is

sup{ |8 [lec@en [y quasidisjunctl=a.

nerking
>rbeeld 1 laat zien dat in (b) het supremum niet hoeft te worden

1genomen. De eis "|(| overaftelbaar" is essentieel: beschouw

[{1,2,3,...,n}|n€§"0}.

N1Js
) volgt direct uit (a),daar elk singulier (dus limiet) kardinaal-

sal de limiet is van reguliere kardinaalgetallen (opvolgers bij-

>rbeeld).

) Als || regulier is, is er een natuurlijk getal n zd dat

e |A|=n}|=a. De stelling volgt nu direct uit het volgende lemma
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mma,
s |@=0 regulier is, en n is een natuurlijk getal terwijl VA ]A|=n,

n is er een®eO z8 dat |ls|=|(.

wijs van het lemma

't bewijs gaat met inductie naar n. Als n=1 is (L disjunct, en kunnen

. Fe=nemen.

at het lemma bewezen zijn voor families met (n-1)-element verzamelingen.
> . . o

at L c®een maximale disjuncte deelverzameling van Glzijn. Als

o E (I‘& . . . > aul

L|=oc kunnen we =L nemen. 71) Gt_<a. Voor elke A€M is er een A e
* . e, . > . . .

T AnA+¢, vanwege de maximaliteit van . Daar o regulier 1s, 1s er

n A?(Sff zo dat

| {Ae@|Ant 40} |=a.
* L. . *
ar A eilndig 1s, 1s er een xeA zo dat
| {Ae@ |xeA} |=a.

schouw nu {A\{x}|Ae®en xeA}. Volgens de inductie hypothese bevat
3
ze familie een quasidisjuncte deelfamilie W& van machtigheid a.

finieer
% ={Bu{x}|Bels }.

t is eenvoudig na te gaan dat [s quasidisjunct is,e® en |BJ=0L.
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§3. Het algemene geval

:211ling 3
i |=0 en YAe® |A|<B dan is

(i) sup{|ls| |bec® en K is quasidisjunct}i%]_oc‘.

(ii) Bovendien wordt dit supremum altijd aangenomen als &z

regulier is.

rijs
; 2639, dan is EFEEQ. Vergelijk de voorbeelden 3 en 5 en lemma k.

mogen dus aannemen dat 28<a, d.w.z. (lemma 4):

B+§28<%/61

behandelen nu eerst het geval dat ?}a\regulier is, en tonen dan
) en (ii) aan, (A). vervolgens leiden we hier op eenvoudige wijze (i)

; af voor het geval EFT singulier is,(B)

?/a is regulier.

.t gedeelte is een verscherping van het bewijs in Eﬂ.)
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iem aan dat
(a) VBc® s is quasidisjunct = |B|<BJOL'.
» definiéren deelfamilies anavanCﬂ.voor elke “)<B+ z8 ds
+
(b) a—u{aaa|}<5 }.
+
(c) VA<8 |c23|<5/o?.
.. + .
;gens de regulariteit van F/a‘en B §?B<gﬁ‘volgt uit (b)
ddelijk dat |GU=a<E)aﬁ Tegenspraak, dus (a) is niet wa
) en (ii) zijn aangetoond.
+ definitie van de aJ/égaat met transfiniete inductie:

,atCQOcczeen maximale disjuncte deelfamilie zijn.

+ .. .
8 Voor een }<B en voor alle n<3(§% gedefinleerd is, 4@
A,=0{0C |n<3}.
? ¢ n|n3}

or elke deelverzameling K van A met |K|§ﬁ,definiéren

s volgt
Ol ={Aeq\U (L |AnA_=K}.
ey
s er ALA'e® K bestaan met AaA'=K, laat dan GZ.* x €en
9 -

asidisjuncte deelfamilie van (L zijn z©% dat

PE
(a) nct;fx.

s zulke A,A'e R K niet bestaan, laat dan @l x €en wil
9 Ll

ximale quasidisjuncte deelfamilie van(ﬁz K zijn. Nu is
b

(e) ¢‘6 ,K=¢<$ GL?)’K=¢.

finieer tenslotte

£y 3 on |K|<B}.
verifi&ren nu (b) en (c).

ronderstel dat Ae® en A#dlavoor alle 76<B+'
zullen aantonen dat A elke A%

K=& | KcA.
‘&K

. .. +
+1\ A_a snijdt, 7%<B y Waaru

1) on-

.armede

er dan:

ale

gt dat
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iB+. Tegenspraak.
it K=AnA..
3

(f) Veronderstel dat er een Aecl’ X is z8 dat AmA'"\K#@.
>
Dan is An(A \A_,A)+¢.

’3+1

(g) Veronderstel dat er geen A'e(ﬁ.* is z8 dat AnA'\K=|=¢

We onderscheiden twee gevallen: (f) en (g)

Daar Ae® X is, volgens (e), #(25 Dus geldt voor alle
A'ea* X dat AoA'cK. Hieruit volgt da.t (d) geldt. Maar dan is
\;{A} quasidisjunct, in tegenspraak met de maximaliteit
v:ibr’l <
fa,K

srmee is (b) aangetoond.

(c) te bewijzen, merken we eerst op dat |ao|<8\} ! (a), en we her-

leren er aan dat B <2B<BJ ! Laat nu voor 76<B en voor alle n<73

@ <&
1 is ook |U(Y.h]<%
geldt [a5< I e, <&
n<‘5

wege |13]<8<Cf%=f

verzamellng A heef‘t hoogstens |A |B deelverzamelingen K met
<B. Daar \Aﬂh’&/ oL geldt ook |A. IB %f'o?(lemma L(a)).

r elke KCA-,6 met |K|<B geldt |OL |<§/_‘ (zie (a)), en wederom
rens de regulariteit van J_"geldt

& la |
3K ¥
srmee is (c) aangetoond en het bewijs van A voltooid.

We tonen nu aan dat (i) altijd geldt, dus ook als \JB o\ singulier is.
vt y<BJ ol willekeurig. Dan geldt (YB)<‘B} o, dus (YB)+§_BJ'&10L. (In feite
;)+<B @, daar (YB)+ regulier is.)

; 1s eenvoudig in te zien dat




mmers ,
elfami

X e®

25

B)+ B_. BB

dan is &8 <y

<(y B

" van ® met ]&(’|=(YB)+. Er blij

'staan met

B
Its.li\f (YB)+=(YB)+1Y-

, dus &<y

.enschap hebben dat ?}u‘singuli

een familie M is die voldoet a

B =
Yae® |a|=8
Vec@ B is quasidisju

L A toe op ee

disjuncte

at voorbeeld
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